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Géométrie des surfaces

Nappes paramétrées

Exercice 1 [00633] [correction]
Former une équation cartésienne du plan tangent en un point régulier quelconque
de la nappe paramétrée par

x = shu
y = shov
zZ=u+v

Exercice 2 [00634] [correction]

Former une équation cartésienne du support de la nappe paramétrée par
r=u-+v
Yy =uv

z=u?+v°

Exercice 3 [00635] [correction]
Soient f : R? — R une fonction de classe C! et X la surface définies par :

T =rcosf
y=rsind
z=f(r,0)

Déterminer pour tout point régulier de X, Uintersection de (Oz) et du plan
tangent en ce point.

Surfaces

Exercice 4 [00636] [correction]
Soit S la surface d’équation
P+ =1
a) A quelle condition l'intersection de § et du plan z = k contient-elle une droite ?
b) Déterminer les droites incluses dans S non paralléles & (zOy).
¢) Montrer que celles-ci sont coplanaires.
d) Déterminer le plan tangent & S en chacun des points d’intersection de ces
droites deux a deux?

Exercice 5 [00637] [correction]
Déterminer les plans tangents aux points réguliers de la surface ¥ : 23 = zy qui
contiennent la droite d’équations :

r=2
y=3(z+1)

Exercice 6 [00638] [correction]
Former une équation cartésienne de la surface ¥ réunion des droites coupant

Dy : , Do : et D3 :
z=1 z=-1 z=0

Exercice 7 [00639] [correction]
Former une équation du cylindre C de génératrice

a:2+y2+2'2:a2
T: 9 9
r°+y° =ax

(avec a > 0) et de direction j.

Exercice 8 [00640] [correction]
Former une équation cartésienne du céne ¥ de sommet A(1,0,1) et de directrice

Exercice 9 [00641] [correction]
Former une équation du cone de révolution C de sommet O, d’axe A :x =y =2
et de demi-angle au sommet /3.

Exercice 10 [o00642] [correction)]
Former une équation de la surface de révolution & obtenue par rotation du cercle
I' de centre Q(a,0,0) et de rayon r > 0 du plan (zOy) autour de 'axe (Oy).
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Exercice 11 [00643] [correction]
Former une équation de la surface de révolution S obtenue par la rotation de la

r=1
courbe T': { y=1? autour de la droite A : z = y = 2.
2z = —t?

Exercice 12 [o00644 | [correction]
Nature de 'intersection de deux cylindres de révolution isométriques d’axes
perpendiculaires.

Exercice 13 [o00645 ] [correction]
Soit ¥ : 2% + 93 4+ 23 — 3xyz — 1 = 0. Montrer que ¥ est une surface de révolution.

Exercice 14 [ 00410 ] [correction]
a) Que représentent Sy : 2% +y? =1let So:y? +422 =17
b) Soient les plans P; : 2z —x =0 et Py : 22 + x = 0. Démontrer que

C=5N8=(S2NP)U(S2NPFy)
c) Vérifier que A(1,0,1/2) et B (v/2/2,v/2/2,—+/2/4) appartiennent a C.

d) Calculer les tangentes a C' en A et B, puis la perpendiculaire commune aux
deux tangentes

Quadriques

Exercice 15 [00646 ] [correction)]
Déterminer la nature de la quadrique

Yiz=uay

Donner une équation de son plan tangent en un point M (zo, yo, 20)-

Exercice 16 [00647 ] [correction]
Nature de la quadrique
Y22 = 422 42

selon le parametre A.

Exercice 17 [00648 ] [correction]
Déterminer la nature de la quadrique

Yixy+yz+zr=0

Exercice 18 [00649] [correction]
Déterminer la nature de la quadrique d’équation :

522 + 3% + 22 — 2xy + 220 — 6yz — Sx + 4y + 82 = A

avec A =3,40ub

Exercice 19 [00650] [correction)]
2

Soit ¥ la surface d’équation Z—z +4L -5 =1
a) Reconnaitre 3.
b) Montrer que les intersections de ¥ avec des plans horizontaux sont des ellipses

de méme excentricité.

Exercice 20 [o00651 ] [correction)]
a) Déterminer la nature de la surface d’équation

z=x%—y?
b) Par un point donné de cette surface, combien y a-t-il de droites passant par ce
point et entierement incluse dans cette surface ?
c¢) Quel est le lieu des points oti ces droites sont orthogonales ?

Exercice 21 [00652] [correction]
a) Déterminer la nature de la surface ¥ d’équation

4y -2 =1

b) Montrer que par tout point de 3 passent exactement deux droites tracées sur X.

Exercice 22 [00653] [correction)]

Soit ¥ une quadrique de centre O. Montrer que tout plan passant par l'origine
coupe % en des points pour lesquels les plans tangents sont paralleles a une droite
commune.
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Exercice 23 [00654 ] [correction]
a) Former une équation cartésienne de la surface obtenue par révolution de la
droite (Oz) autour de I'axe
r=1+
D: { 4
z=1y

b) Reconnaitre la surface obtenue.

Exercice 24 [ 00655 ] [correction)]
Une droite D n’est pas orthogonale a l'axe (Oz).
Quelle est la surface décrite par D en rotation autour de 'axe (Oz) ?

Exercice 25 [00656 ] [correction)]

Soient D et D’ deux droites non coplanaires. Quel est le lieu des points
équidistants de D et D’ ? On pourra commencer par introduire A la
perpendiculaire commune a D et D’.

Exercice 26 Mines-Ponts MP [ 02935 ] [correction]
Reconnaitre la surface d’équation

Z:foy2

Exercice 27 Mines-Ponts MP [ 02936 ] [correction]
Soit a un réel. Déterminer la surface balayée par les droites paralléles au plan
y + z = 0 qui coupent les droites {x + y = a; 2z = 0}et {z = a;z = 0}.

Exercice 28 Mines-Ponts MP [ 02937 ] [correction]
Reconnaitre et réduire la quadrique d’équation :

207 + 2% + 22 + 202 — 2z +4r — 2y — 2 +3=0

Exercice 29 Mines-Ponts MP [ 02938 ] [correction]
Reconnaitre, si a € R, la quadrique d’équation :

2?43y =322 —day + 202 —Syz+ar+ 2y —2=1

Exercice 30 Mines-Ponts MP [ 03202 ] [correction]
Montrer que la surface d’équation

1322 + 10y% + 52% — 4oy — 622 — 12yz — 14 =0

est un cylindre dont on précisera ’axe et le rayon.
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Exercice 1 : [énoncé]

—_— —
00OM A oOM
ou v
On en déduit I’équation

(—chu, —chv, chuchv) # 0

ch(v)x 4 ch(u)y — ch(u)ch(v)z = sh(u + v) — ch(u)ch(v)(u + v)

Exercice 2 : [énoncé]

Pour un point de cette surface, on remarque 22 =2+ 2y.

Inversement un point vérifiant cette équation appartiendra au paramétrage si, et

seulement si, il existe (u,v) € R? tel que 2 = u + v et y = uv. Cela est possible si,
et seulement si, A = 22 — 4y > 0.

Ainsi 22 = z + 2y avec la condition z2 > 4y forme une équation cartésienne de la
surface.

Exercice 3 : [énoncé]

—_— —_—
9OM. OOM ([ 09T 060t rsing®l _ cos9?t
o 59 \Sinfog —reostor, —rsinf - —cost g, v
et le plan tangent a pour équation :
nedl N o (rsine?! of _ _20f
<sm969 rcos@aT)x <rsm08r+cost989>y+rzrf(r,ﬂ) rar(r,ﬂ)

Ce plan coupe I'axe (Oz) a la hauteur z = f(r,0) — rg—{(r, 0).

Exercice 4 : [énoncé]

a) Soient D une droite incluse dans S et le plan z = k. On a 2% +y> =1 — k3.

Si la droite est paralléle & (y'Oy) alors z = C'® et y quelconque ce qui est
impossible.

Sinon la droite est y = az + b ce qui donne (1 + a®)z3 + 3a?bz? + 3ab?z = 1 — k3
donc

k=1,a=—1et b=0 ce qui donne D; : A(0,0,1) + Vect(u(1,—1,0)).

b) Soit D une droite incluse dans S et non paralléle & (zOy). On peut la

T=x0+az y .
qui dans I’équation donne :

paramétrer par
{ Yy =vyo+bz

z3 + yg + (3x3a + 3y3b)z + (3woa® + 3yob?)z? + (1 + a® + b)2% = 1 pour tout
z € R donc :

Par identification : a3 + 0% = —1
+ys =1 (4).

70(2) — a(3) donne b?z¢yo — abya = byo(bxo — ayo).
Sib=0alorsa=—1,z90=0et yo =1: Dy = B(0,1,0) + Vect(¥(—1,0,1)).
Siyg=0alorszg=1,a=0et b=—1:D3=C(1,0,0) + Vect(w(0,—1,1)).
Sinon zg = Fyo et (4) donne yy = —b, g = —a puis une contradiction.

¢) Ces droites appartiennent au plan : z +y + 2z = 1.

d) Ces droites s’interceptent en (—1,1,1), (1,—1,1) et (1,1, —1). Le plan tangent
y a pour équation z +y + 2z = 1.

(1), a’x0+b%yo =0 (2), azd +by2 =0 (3) et

Exercice 5 : [énoncé]
Le plans tangent a X en M (zo, yo, 20) régulier (i.e. M # O) a pour équation
Yor + oy — 3252 + 25 =0
Ce plan contient la droite spécifiée si, et seulement si, A(2,0,—1) lui appartient et
(0, 3,1) appartient & sa direction ce qui conduit au systéme :
2y0 + 325 + 25 =0
Trog = Zg
_ .3
ToYo = 2o
qui a pour solutions (0,0,0), (1,—1,—1) et (4,—2,—2).

Les plans tangents cherchés ont alors pour équations : —z +y — 3z =1 et
r—2y+6z+4=0.

Exercice 6 : [énoncé]
A(0,t,1) € Dy, B(u,0,—1) € Dy, C(v,v,0) € Ds.

—_ R o u=2v
ABNAC =0<
t=2v

La surface 3 formée des droites (AB) i.e. des points M = A + tAD admet alors
pour paramétrage :

x = 2vt
y = 2v —2vt
z=1-2t

et par élimination on parvient a l’équation zz +yz +x —y = 0.
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Exercice 7 : [énoncé] On a
—_— 5 = o
M(z,y,2) €S« 3IPeT,0M? =0P% et OM-j=0P-j
M(z,y,z) eC=HeR,M+tjel Ainsi

Ainsi
2?4 (y+1)? 4 2% = d? 2> =a® —ax
M(z,y,2) eC& 3R, ) & Jt e R,
x4+ (y+1t)° =ax
puis
M(z,y,2) €Co HteR d=at—ar
x,Y,z) € C <= € N,
Y (y +t)* = ax — 2?
donc

C:224+azx=d?et axr > 2°

Notons que la derniére condition peut se simplifier en x > 0 car la premiere
équation entraine r < a.

Exercice 8 : [énoncé]
A€ X et pour M(z,y,2) # A, on a

—_—
AeY e INeR A+ NAM €T
Apres élimination du parametre A dans le systéme obtenu, on parvient a 1’équation

224y —2024+22—1=0

Exercice 9 : [énoncé]

M(z,y,z) € C < d(M,A) = LOM. Or en notant @(1,1,1),

d(M,A) = %\/(.’L‘ —y)2 4 (y— 2)%2 + (z — )2, On parvient & I’équation :
5(x2 + 9% + 22) — 8(wy + yz + 22) = 0.

Exercice 10 : [énoncé]
On peut former un paramétrage du cercle I'

r=a-+rcost
y=rsint
z2=0

2arcost = x> +y* + 2% —a® —1?

M(z,y,2) ES@EItER,{ )
rsint =y

(y+t)2=a2 — 2% — 2Ce systeme implique

4a?r® cos? t = (22 + v + 2% — a® —r?)?
donc
4a2r2(1 _ y2) _ (12 + y2 + 22 _ a2 _ 7,2)2

Inversement, si un point M vérifie cette équation en posant ¢ tel que rsint = y et
cost du signe de 22 + y? + 22 — a? — r2, le systéme précédent est vérifié.
Finalement

S:(:1:2—|—z2)2—2(332+z2)(a2+7‘2)—|—(a2—7‘2)2—|—y4—|—2y2(a2+r2):O

Exercice 11 : [énoncé]
- —

M(x,y,2) €S« AP € T,OM? = OP? et OM - = OP - i avec (1,1, 1) vecteur
directeur de A.

24 2t4 = 22 4% + 22
Ainsi M(z,y,z) € S < 3t € R, Y .
t=z+y—+=z
Finalement S : (x +y + 2)* + (vy + yz + zx) = 0.

Exercice 12 : [énoncé]

Dans un repére ad hoc, les équations des cylindres sont 2% + y? = R? et

22 + 22 = R2. Les points intersections vérifient alors y2 = 22 et sont donc inclus
dans les plans d’équations y = z et y = —z. L’intersection cherchée apparait alors
comme la réunion des intersections du premier cylindre et des deux précédents
plans. Cela conduit & des ellipses de petit axe b = R, de grand axe a = v2R et
d’excentricité e = c¢/a = 1/1/2.

Exercice 13 : [énoncé]
Soit Iy :x+y+ 2= A
SMa? + 2 +ay—drx - )+ —1=0

M(z,y,2) €TLNY <
(z,y,2) € I\ {$+y+z_)\
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On observe alors que pour A =0, Il NY = (.

Pour A # 0, en notant H(A\/3,A/3,A/3) et M(z,y,A\—x —y) €I\, ona
M €S & HM? =22 + 2% + 22y — 2\z — 22y + 2= puis

M €Y & HM? =2/3)\. Ainsi ¥ est une surface de révolution.

Exercice 14 : [énoncé]
a) Sp est cylindre circulaire de direction k.
So est un cylindre elliptique de direction 3.

b) On a
P2yt =1 P 4+422 =1
54
y 4422 =1 2 =422 =0
En factorisant la deuxiéme équation, on obtient
4yt =1 P42 =1 yP 4t =1
& ou
yP 4422 =1 r—22=0 r+22=0

ce qui fournit ’égalité d’ensemble demandée.
c¢) C’est immédiat et plus précisément A € Sy N Py tandis que B € Sy N Ps.
d) La tangente & C' en A est tangente a la courbe Sy N Py, elle est alors incluse

dans le plan P; et dans le plan tangent & So en A (dont une équation s’obtient par

dédoublement)
Un systeme d’équation définissant cette tangente est alors

r—2z2=0 r=1
ou encore
2z=1 z=1/2

De méme, on obtient un systeme d’équations définissant la tangente & B en C.

42z =1 r=1-2z
2 =
gyf\/ﬁz:l y=v2+22
Les droites précédentes sont dirigées par
0 -2
il et v|2
0 1

La perpendiculaire commune a ces deux droites non coplanaires est alors dirigée
par 7 = U A U avec

1
7|0
2

Les plans A + Vect(, @) et B + Vect(¥, ) déterminent alors cette perpendiculaire
commune dont un systeme d’équation est alors

20—z =3/2 dr—2z=3
ou encore
4z 4 5y — 22 = 5V/2 5y =5v2—3

Exercice 15 : [énoncé]
3} est un paraboloide hyperbolique. Son plan tangent en M a pour équation
Yo + oy — Z = Zp.

Exercice 16 : [énoncé]

Si A > 0, ¥ est un hyperboloide & deux nappes et de révolution (viva zappata).
Si A =0, X est un cone.

Si A <0, X est un hyperboloide a une nappe de révolution.

Exercice 17 : [énoncé]
La forme quadratique est de matrice

011
1 1 01
1 1 0

de valeurs propres 1,—1/2,—1/2.

En introduisant (4, 7, w) base orthonormée formée de vecteurs propres associées

aux valeurs propres respectives 1,1, —2, une équation de ¥ dans (O;w, U, W) est
22+ y? =222 =0

La surface est un cone de révolution.

Exercice 18 : [énoncé]
Les valeurs propres de la matrice

sont 3,6, —2.
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Soit (@, ¥, W) base orthonormée telle que la matrice de la forme quadratique y soit

3 0 0
0 6 0
0 0 -2

Les valeurs propres ne sont pas nulles, on a affaire & une quadrique a centre.
Le centre s’obtient en résolvant :

10x — 2y +22—-8=0
—2x4+2y—62+4=0
20 —6y +22+8=0

1
On obtient Q| 2.
1
Dans le repeére (Q; i, ¥, W), on obtient 322 + 6y? — 222 + k = 0 avec k la valeur en
Qie k=4—- A\
Si A =5, c’est un hyperboloide a une nappe.
Si A =4, c’est un cone.
Si A = 3, c’est un hyperboloide a deux nappes.

Exercice 19 : [énoncé]
a) ¥ est un hyperboloide & une nappe.
b) P :z = A Dans le plan P muni du repére (Oy;i,7) avec Ox(0,0,A), une

équation de l'intersection de X avec P est z—z + =1+ i‘—j C’est I’équation d’une
4__ et = —L—.
V1+25 V1+25

/ 2 _ 12 2_}H2 . , ]
=< = V“'a, b= — V“a b indépendante de .

a’

ellipse ot a’ = L’excentricité de cette ellipse est

e

Exercice 20 : [énoncé]
a) On reconnait ici ’équation d’un paraboloide hyperbolique.

Zo a
b) Soit My |yo tel que 2o = a3 — y2, @ |b et M(t) = My + t.4.
20 C

M (t) appartient & la surface si, et seulement si,

(—a? + b))% + (¢ — 2xga + 2yob)t = 0

Les seules droites passant par M et incluses dans la surface sont celles dirigées par

1 1
a1l et v —1
21‘0 — 2y0 21’0 + 2y0

c) Le lieu des points oti ces droites sont orthogonales est la réunion des deux
droites d’équations :
r=y T =—y
et
z=0 z2=0
Exercice 21 : [énoncé]

a) ¥ est un hyperboloide & une nappe.
o (0%

b) Soient M |yo point de X et @ |5 un vecteur non nul.

20 Y
La droite (M; @) est entierement incluse dans X si, et seulement si, pour tout
teR, M +tu € ¥ ce qui conduit au systéeme

a? 4 B2 = 2
azg + Byo + vz =0

Nécessairement v # 0 et par colinéarité, on peut supposer v = 1.
On est donc amené a résoudre

042 + ﬁ2 -1
azo + Byo = 20
Dans le cas ou yy # 0, ce systéme équivaut a

(14 22) — 20xpzo + (22 —1) =0
B = (20 — azo)/yo

qui, apres calcul de discriminant possede exactement deux solutions.

Dans le cas ou yo = 0, nécessairement xg # 0 et un raisonnement symétrique
)

permet de conclure.

Exercice 22 : [énoncé]
Y ax? + By? + 2% = € avec affy # 0.
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Soit P : ax + by + ¢z =0 en M(xg,yo0,20) € XN P, le plan tangent a pour
équation axox + Byoy + v202 = € et est de vecteur normal 7i(ax, Byo, v20). Pour

i (=, %, %), on a 7 -4 = 0 donc toute droite dirigée par u est parallele au plan

tangent en M.

Exercice 23 : [énoncé]
a) Notons ¥ la surface formée par révolution de (Oz) autour de D = (A4; i) avec
1 1

AlOetu|1.
0 1

MeX 3P e (02),AM = AP et AM - = AP - i

conduit par élimination a ¥ : xy + yz + zx +x = 0.

b) La surface obtenue est un hyperboloide & une nappe de révolution de centre
—1/2

Q1/2
1/2

Exercice 24 : [énoncé]

Posons d = d(D, (Oz)). Dans un repére ad hoc, D : r=d avec 0 € [0,7/2].
y =tanfz

Cette droite coupe le plan d’équation z = zy en le point de coordonnées

(d,tan 6z, zo) et les droites en rotation coupe ce plan selon un cercle centré sur

(O2) et de rayon R = /d? + tan? 022. La surface décrite par les droites en

rotation est donc la surface d’équation 22 + 32 = d? 4 tan? 2% soit encore

22 + 1% — tan? 02% = d°.

Si 6 € ]0,7/2[ alors il s’agit d’un hyperboloide & une nappe de révolution.

Si 8 = 0 alors il s’agit d’un cylindre de révolution.

Exercice 25 : [énoncé]

Soit 2d = d(D,D’). En introduisant un repére dont 'origine est le milieu des pieds
de la perpendiculaire commune, 'axe (Oz) est cette perpendiculaire commune et
D est incluse dans le plan (zOz), on a

D:{y detD’:{aC danyaV609€[077r/2[

z = z =

Soit M de coordonnées xg, Yo, z9. On a

—
HAM /\ﬁH
d(M,D)? = R (z +d)? 4 3>
U
et
d(M,D')? = (2 — d)? + (xcos§ — ysin 6)*
Par suite

d(M,D) = d(M,D') < cos? §(z* — y*) — 2sin  cos Oy = 4dz

La réduction de la quadrique sous-jacente permet de conclure qu’il s’agit d’un
paraboloide hyperbolique.

Notons que l'introduction d’un repére conservant la symétrie de D et D’ aurait
directement conduit a une forme réduite de I’équation.

Exercice 26 : [énoncé]
C’est un paraboloide hyperbolique.

Exercice 27 : [énoncé]

Soient A et B deux points parcourant les droites proposées : A(t,a —t,0) et
B(0,t,a).

On a E(—t, t+t' — a,a). La droite (AB) est paralléle au plan y + z = 0 si, et
seulement si, t + ¢ = 0.

La droite (AB) est alors déterminée par le paramétrage

T =M\t
y=—t— Xa avec A € R
z=a+ Aa

Par élimination, la surface balayée par les droites (AB) est celle d’équation
(z—a)(y+z—a)—ax=0.
C’est ’équation d’un paraboloide hyperbolique.

Exercice 28 : [énoncé]

Soit
2 0 1
A= 0o 2 -1
1 -1 1
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SpA = {0,2,3}.
Soient u = %(Hj), v = %(i—j—&—kz) et w = %(—z’—l—j—&—%).

Dans le repére orthonormé (O;u, v, w), 'équation de la quadrique est :
2x2+3y2+\/§x+iy+iz+3=0
V3T V6

Apres translation d’origine, c’est un paraboloide elliptique.

Exercice 29 : [énoncé]

Soit
1 -2 1
A= -2 3 -4
1 -4 -3

SpA = {-5,0,6}
Soient u = —=(i — 2j + k), v = = (j + 2k), w = = (5i + 2] — k).

Dans le repére orthonormé (O;u, v, w), ’équation de la quadrique est :

5—a« V30(1 4 «)

622 — 5y* — T+ z=
Vo G
Si a # —1, on obtient un paraboloide hyperbolique.
Si a = —1, on obtient un cylindre de base la conique d’équation
622 — 5y? — /62 = 1 qui apres réduction est une hyperbole.

Exercice 30 : [énoncé]
La surface étudiée est une quadrique et la forme quadratique associée a pour
matrice dans la base canonique

13 -2 -3
A= -2 10 -6
-3 —6 5
Apres réduction, on obtient
SpA = {0,14}

et la forme quadratique a pour matrice

0 0 O
0 14 0
0 0 14

dans la base orthonormée (@, ¥, W) avec

Dans le repére (O; @, U, @), la surface a pour équation
y2 +22=1

et c’est donc un cylindre d’axe (O; @) et de rayon 1.

(37 + 6] — 5k)



